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1 Einfiihrung

Die n-te Kusszahl 7, ist die maximale Anzahl von n-dimensionalen Einheitssphéren,
die gleichzeitig eine weitere Einheitsphiire, ohne paarweise Uberlappung, beriihren
konnen. Die Kusszahl ist bisher nur in den Dimensionen n = 1,2, 3,4, 8,24 bekannt.
In allen iibrigen Dimensionen sind nur untere, bzw. obere

Schranken fiir die Kusszahl bekannt. Wahrend man un-

tere Schranken hauptséchlich iiber die Angabe konkreter

Konfigurationen findet, werden obere Schranken in ers-

ter Linie durch lineare oder semidefinite Programmierung

gefunden.

In der Dimension n = 1 ist die Kusszahl m; = 2; fiirn = 2
gilt mo = 6. Dies ist durch eine graphische Betrachtung
leicht ersichtlich und auch leicht zu beweisen.

Fiir die Dimensionen n > 3 wird die Bestimmung von 7,, ~ Konfiguration fiir n = 2
wesentlich aufwendiger. Schon fiir n = 3 war die genaue

Kusszahl lange unbekannt. Die Frage nach w3 war Gegenstand einer beriihmten Dis-
kussion zwischen den Mathematikern Isaac Newton und David Gregory im Jahr 1692
zur Keplerschen Vermutung. Wahrend Newton behauptete w3 = 12, vertrat Gregory
die Meinung, es wiirde 3 = 13 gelten. Tatséchlich ist es leicht, zwolf Kugeln um eine
Kugel anzuordnen. Dabei bleibt jedoch so viel Platz, dass es moglich ist, die Position
von zwei beliebigen Kugeln zu tauschen, ohne den Kontakt zur zentralen Kugel zu
verlieren. Es ist also nicht offensichtlich, ob man die Kugeln so anordnen kann, dass
eine dreizehnte Kugel Platz hat. Erst 1953 gelang es Kurt Schiitte und Bartel Leendert
van der Waerden formell zu beweisen, dass m3 = 12 gilt.

Die iibrigen bekannten Kusszahlen, also 74 = 24, mg = 240 und 794 = 196.560 sind erst
seit Anfang des 21.Jahrhunderts bekannt,[1].

Die Suche nach der Kusszahl ist eng mit Themen der Codierungstheorie verwandt. So
ist die Kusszahl 7, gleichzeitig die maximale Kardinalitéit eines sphérischen Codes in n
Dimensionen, mit einem bestimmten minimalen Abstand. Die hier verfolgten Ansétze
kann man leicht verallgemeinern, um maximale Kardinalitdten von sphérischen Co-
des mit beliebigen minimalen Abstand zu berechnen. Auch bei der Untersuchung von
dichtesten Gitterpackungen trifft man auf dhnliche Problemstellungen.

Die zentrale Fragestellung dieser Arbeit wird sein, wie wir obere Schranken fiir die
Kusszahl berechnen konnen. Wir werden das Problem der Kusszahl so umformulie-



1 Einfithrung

ren, dass es fiir die Methoden der mathematischen Optimierung zugénglich wird. Das
Ziel wird es sein, moglichst gute obere Schranken fiir die Kusszahl zu errechnen. Um
dieses Ziel zu erreichen, werden wir Aussagen und Methoden aus der Graphentheo-
rie, der Analysis sowie der linearen Funktionalanalysis verwenden. Diese verschiedenen
Ansétze werden wir nutzen, um Optimierungsprobleme fiir obere Schranken zu erstel-
len. AbschlieBend werden wir Methoden betrachten, um die erstellten Programme zu
berechnen und die so gewonnenen Ergebnisse vergleichen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 werden wir mit der Hilfe der Gra-
phentheorie das Kusszahl-Problem in ein Optimierungs-Problem umformen. Kapitel 3
wird die sogenannte ,,LP-Methode® vorstellen. Dazu werden wir den Satz von Schoen-
berg beweisen und anschliefend ein lineares Programm erstellen. In Kapitel 4 werden
wir den Satz von Schoenberg erweitern. Diese Erweiterung werden wir nutzen um die
sogenannte ,, SDP-Methode* einzufiihren. In Kapitel 5 werden wir verschiedene Rechen-
methoden préasentieren und die Rechenergebnisse, die die beiden Programme geliefert
haben, zusammenfassen.

Das lineare Programm, dass in Kapitel 3 konstruiert wird, wurde zuerst von Delsarte
1973 in [8] vorgestellt. Die Herangehensweise, die wir benutzen werden, ist jedoch an
den Ausfithrungen von Frank Vallentin angelehnt, [19]. Die in Kapitel 4 behandelte
»ODP-Methode“ wurde zuerst von Frank Vallentin und Christine Bachoc 2007 ein-
gefiihrt, [7]. Den Gedankengang, den wir in Kapitel 4, verfolgen werden, basiert jedoch
auf den Veroffentlichungen von Oleg Musin, der den Ansatz von Vallentin und Bachoc
weiter verallgemeinert hat, [14]. In Kapitel 5 werden wir unsere Ergebnisse mit den
von Mittelmann und Vallentin 2009 publizierten Resultaten vergleichen, [11].



2 Herleitung eines
Optimierungsproblems

Um eine einheitliche Notation fiir die Kusszahl 7, einzufiihren, assoziieren wir die
zentrale Sphére mit der Einheitssphére

Shi={recR":z-2=1}

im n-dimensionalen euklidischen Raum. Konkrete Konfigurationen werden mit endli-
chen Teilmengen C' C S™! identifiziert, wobei die Elemente aus C die Beriihrpunkte
der anliegenden Sphéren angeben.

Bemerkung. Als Multiplikation wird hier das standard Skalarprodukt verwendet. Also

x'yzzxiyi fir x,y € R"
=1

2.1 Kusszahlen und unabhangige Mengen

Fiir n = 2 ist durch graphische Betrachtungen leicht zu sehen, dass der Winkel zwischen
zwei Beriihrpunkten mindestens 7 betragen muss, damit es zwischen zwei anliegenden
Spihren keine Uberschneidungen gibt. Diese Bedingung lisst sich auf jede beliebige
Dimension verallgemeinern. Es gilt also

T, = max{|C|: C C S" 1 L(x,y) > % Va,y € C}.
Verwendet man § < £(z,y) = arccos(z - y) < x -y > 5 s0 ist

1
7, =max{|C|:C CS" 1 x.y< 5 Vr,y € C}.

Um das Problem aus graphentheoretischer Sicht zu betrachten, benttigen wir einige
Definitionen:

Definition 2.1 (Unabhéingige Menge). Sei G = (V, E) ein Graph mit einer endlichen
Knotenmenge. Eine Menge C C V' heifit unabhingig oder stabil, wenn

Ve,y e C:{z,y} ¢ £



2.2 Lovazs Y-Funktion

gilt.

Definition 2.2 (Unabhéangigkeitszahl). Fir einen Graphen G = (V, E) heifit
a(G) = max{|C| : C CV,C unabhingige Menge}

die Unabhdingigkeitszahl von G.

Definition 2.3. Der Graph G(n) ist definiert durch G(n) = (S™"', E) mit

1
E—{{oy}:myes a-ye (5,1)}.

Das Kusszahlproblem ist somit dquivalent zu der Suche nach einer maximalen un-
abhéngigen Menge in dem Graphen G(n). Allerdings ist die genaue Bestimmung von
a(@) schon fiir endliche Graphen ein N'P-schweres Problem. Eine Moglichkeit, mit den
Methoden der Optimierung «(G) anzunéhern, bietet die Lovézs ¥-Funktion.

2.2 Lovazs J-Funktion

Definition 2.4 (Lovézs ¥-Funktion). Sei G = (V, E) ein Graph mit |E| = n. Die
Lovdzs V¥-Funktion ist

Y(G) = max Z i

1<ij<n

s.t. A e R™" A symmetrisch, positiv semidefinit
i=1
a; =0  falls{i,j} € E
Theorem 2.5. Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {1,...,n}. Dann gilt
a(G) < I9(G).

Beweis. Sei C' C V eine unabhéngige Knotenmenge maximaler Kardinalitdt und sei
xc € {0,1}" der charakteristische Vektor von C, also

)1 falls v € C
XCw = 0 sonst.

Die Matrix Ac € R™ "™ sei definiert als

-

XcXco

Ao = )
NTe]



2.2 Lovazs Y-Funktion

Nun gilt fiir die Matrix A¢ und fiir ein beliebiges ¢ € R™

T T T 2

T q xexeq (g xe)
q Acq = = > 0.

C| |C|

Die Matrix Agist also positiv semidefinit und aufgrund der Definition auch symme-
trisch. Zusétzlich gilt

~ ] ]

und da die Menge C' unabhéngig ist a;; = 0 falls {4, j} € E. Die Matrix A¢ erfiillt also
die Nebenbedingung der Lovazs ¥-Funktion und es ist

C?
Y ay, = T - IC| = a(G).
1<i,j<n
Daraus folgt also a(G) < 9(G). O
Die Lovazs ¥-Funktion bietet also eine Moglichkeit, die Unabhéngigkeitszahl fiir fi-
nite Graphen anzundhern. In unserem Fall werden jedoch Graphen verwendet, mit

iiberabzihlbar vielen Knoten. Um die Lovézs ¥J-Funktion fiir indefinite Graphen for-
mulieren zu kénnen, bendtigen wir sogenannte Hilbert-Schmidt Kerne.

Definition 2.6. Eine Funktion f heifst Hilbert-Schmidt Kern, wenn gilt

fec(S" xS ) ={f:9" xS =R | f stetig}.

FEin Hilbert-Schmadt Kern f heifst
o symmetrisch falls f(x,y) = f(y,x) Va,ye S !

o positiv falls Vm > 1,Vaq,...,x,, € S" 1 u € R™

u' (f (s, xj))lgi,jgmu = Z f(Ihxj)uiuj >0
1<i,5<m

qgilt.

Fiir einen Kern f € C(S™1 x S™™1) positiv symmetrisch schreiben wir auch f = 0.
Die Menge der positiven, symmetrischen Hilbert-Schmidt Kerne bezeichnen wir mait

C(snfl X Snfl)to'

Bemerkung. Fin stetiger Hilbert-Schmidt Kern f ist genau dann positiv, wenn fiir
ein beliebiges p € C(R)

/ f(z,y)p(x)p(y)dw(z)dw(y) >0
Sn—l Sn—l



2.2 Lovazs Y-Funktion

gilt.

Dies ist eine dquivalente Charakterisierung der Positivtdt. Wir werden im Folgenden
jedoch in erster Linie mit dem in der Definition angegebenen Kriterium arbeiten. Fir
den Beweis wird auf [5] verwiesen.

Bemerkung. Die Oberfliche von S™ 1 wir mit w(S™!) bezeichnet. Analog dazu no-
tieren wir das Oberflichenelement tiber die Einheitssphdre mit dw.

Bemerkung. Zusammen mit dem Skalarprodukt

(f,9) = /Sn_l - f(z,y)g(x, y)dw(z)dw(y)

wird C(S™ x S"7Y) 2u einem Prd-Hilbertraum.

Um die Lovazs ¥-Funktion auf Graphen mit iiberabzéhlbar vielen Knoten zu verallge-
meinern, ersetzten wir die positiv definiten Matrizen durch positive Hilbert-Schmidt
Kerne. Das resultierende Optimierungsproblem, das dazugehérige duale Problem sowie
der anschliefende Beweis ist aus [19, Lecture 2] entnommen.

Definition 2.7. Die Lovdzs U-Funktion fir den Graphen G(n) ist:

(G =mar [ [ o

s.t. fec(smtxsmh
f=0

. fz,x)dw(z) =1
flz,y) =0 falls {x,y} € E

Das dazugehorige duale Programm, ist:

Uo(G(n)) = min A

s.t. fec(s x sm Y
f=0
flz,x)=X—1 Vo e S"1
flx,y) < -1 o,y ¢ F

Die Aussage 2.5 gilt auch im indefiniten Fall:

Theorem 2.8. Fir das duale Programm von 9(G(n)) gilt:

a(G(n)) < 92(G(n)).



2.2 Lovazs Y-Funktion

Beweis. Sei C' C S™! eine unabhingige Menge mit |C| = a(G(n)). Sei f ein positiver
Hilbert-Schmidt Kern, der die Bedingungen des dualen Programms erfiillt. Dann gilt
laut Definition 2.6:

0< > flzy)

z,yeC
=> flwo)+ Y. flzy)
zeC B @yec,r#y P
—CI-1) <(—1(CPIe)
< |CIA=1) + (=1)(|IC]* = |C))
= \C| - |CP
= |C] <A

]

Man beachte, dass hier Gleichheit herrscht, falls die Ungleichung scharf ist. Fiir den
Fall, dass fiir alle f(x,y) = —1 fir alle x,y ¢ FE gilt, ist a(G(n)) = J5(G(n)). Diese
Beobachtung wurde fiir die genaue Berechnung von 7g und 74 ausgenutzt.

Wir sind also an effizienten Methoden interessiert, das duale Programm aus Definition
2.7 zu losen. Diese Idee verfolgen wir in den folgenden Kapiteln.



3 Die LP-Methode

Der Losungsraum der in Definition 2.7 eingefiihrten Optimierungsprobleme ist der
Raum der positiven Hilbert-Schmidt Kerne C(S™! x S"~1)=% Da wir fiir den Raum
C(S™ 1 x 8" 1=V keine Parametrisierung haben, ist das Programm in dieser Form fiir
die Methoden der Optimierung nicht zugénglich. In diesem Kapitel beschéftigen wir
uns damit, den Losungsraum einzuschrinken, um so eine Berechnung von 92(G(n)) zu
ermoglichen. Es ist fiir eine mogliche Konfiguration von Sphéren unerheblich, welche
konkrete Ausrichtung sie hat. Also schrianken wir den Losungsraum des Programmes
auf den Unterraum von C(S™™! x §"71)=0 ein, der invariant unter Operationen der or-
thogonale Gruppe O(n) ist. Wir bezeichnen diesen Unterraum mit C(S™~! x S”_l)g?n).
So konnen wir die Losungskandidaten mit der Hilfe des Satzes von Schoenberg als
Linearkombination von Gegenbauer-Polynomen darstellen.

3.1 Gegenbauer-Polynom

Definition 3.1. Die orthogonale Gruppe O(n) ist definiert als
O(n) :={0 e R™™.0"0 = I}.
Definition 3.2. Ein Hilbert-Schmidt Kern f heiffit O(R")-invariant, wenn gilt
f(z,y) = f(Ox,0y) YO € OR"), =z,ye€R"

Definition 3.3. Die Gegenbauer-Polynome sind fir ein festes n € N rekursiv gegeben
durch

2k —DtGT_ (1) — (k= 1)G}_,(t

Bemerkung. So wie die Gegenbauer-Polynome hier definiert sind, gilt G} (1) =1 fir
alle k und n. Dies wird induktiv schnell deutlich: Fir k =0 und k =1 ist die Aussage
offensichtlich richtig. Fir G} (1) gilt dann

(2k+n—4)—(k—1) _k+n-3
k+n—3 k+n-3

Gr(1) = =1

- 10 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

Bemerkung. Die Gegenbauer-Polynome G} (t) sind orthogonal auf [—1,1] mit dem

Gewicht (1 —2)"z". Es gilt also

/1 GIOGHH( — 1) T dt=0  i#j

Sie sind ein Spezialfall der Jacobi-Polynome mit o = = =3 und bilden also eine

2
Basis des C2([—1,1], (1 — t2)"2" dt).

3.2 Der Satz von Schoenberg

Das zentrale Ergebnis dieses Kapitels ist der Satz von Schoenberg. Mit der Hilfe des
Satzes von Schoenberg sind wir in der Lage, den Raum C(S™™! x S"fl)gén) zu para-
metrisieren. Die Gegenbauer-Polynome stellen eine entsprechende Basis dar.

Um den Satz von Schoenberg zu beweisen benotigen wir jedoch einige Zwischenschritte.
Der folgende Beweis ist eine Mischung aus [19] und [9]. Um deutlich zu machen, dass
wir mit Hilbert-Schmidt Kernen umgehen, setzen wir die folgenden Notation fest:

Definition 3.4. Fiir k € Ny ist der Hilbert-Schmidt Kern E, : S™ 1 x S 1 5 R
definiert durch
Eula,y) = Gpla-y) mitz,y € ™,

Definition 3.5. Sei p € R [xq, 29, ..., z,] ein reelles Polynom in n Variablen.
e Das Polynom p heifit homogen, wenn fiir jedes Monom m von p
deg(m) = deg(p)
qgilt.

e Das Polynom p heifst harmonisch, wenn es homogen ist und unter dem Laplace-
Operator verschwindet. Also

o2 o2
Py +2P_y

Ap =22
b o3 D2

qgilt.

e Die Einschrinkung eines harmonischen Polynoms p auf die Finheitspihre S™ 1
heifst spherical harmonic.

Das folgenden Theorem verwenden wir im Laufe des Beweises. Fiir die Herleitung wird
auf [10, Kapitel 15] verwiesen.

- 11 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

Theorem 3.6 (Zweite Greensche Identitit). Sei U C R"™ kompakt mit glattem Rand.
Seien ¢ und i zweifach stetig differenzierbare Funktionen auf U. Dann gilt

/ O — YAGIT = / 698 —y224s,

wobez die Normalenableitung beziehungsweise das Skalarprodukt von Gradient und
Normalenvektor 18t.

Definition 3.7. In dem Raum C(S™') benutzen wir

(f.9) = f@)g(@)dw(z)  f,geC(S™)

Sn—1
als inneres Skalarprodukt.

Behauptung 3.8. Seien p,q € R[xy,xo, ..., x| harmonische Polynome mit deg(p) #
deg(q). Dann gilt (p,q) = 0.

Beweis. Der Beweis fiir diese Behauptung ist eine Folgerung aus der zweiten Green-
schen Identitéit. Seien also p, und p; harmonische Polynome mit dem Grad k£ und [.
Sei B = {z € R": ||z]| < 1} und somit B = S"~!. Da der Normalenvektor zu einem
z € S"! wieder z ist, gilt fiir die Normalenableitung 2 apl = (Vp,) - x, beziehungsweise

%p; = (Vpy) - z. Somit folgt aus 3.6

() [ ) (Bp(e) ~ ple) (D) )

— [ @)@ - p@)(Tp0) @) - 2 (o).

Sn—1

Da die Polynome pg, p; harmonisch sind, gilt Ap, = Ap; = 0 und somit ist die linke
Seite von (%) null. Nun gilt, da p; ein homogenes Polynom vom Grad k ist,

3pk 8p
(Vpg) z=x1—+...+x S

=k
0z, Pk

Genauso gilt (Vp;) - = Ip;. Setzten wir das in () ein, so erhalten wir

0= / pr(2)(Vpi)(2) - @ = pi(2) (Vg ) (2) - wdw(z)

Sn—1

_ / Ip(@)pi(x) — kpg(a)pi(2)dw(z)
Sn—l

-k / pr()pi()deo(z).

Sn—1

- 12 —



3.2 Der Satz von Schoenberg

Daraus folgt

(Pr, 1) = / pr(x)p(x)dw(z) =0

Sn—1

]

Nun betrachten wir den Raum C?*(S™!). Wir sind daran interessiert, diesen Raum in
Unterrdume zu zerlegen. Dies motiviert uns zu folgender Definition:

Definition 3.9. Fir k = 0,1,... sei Vi der Unterraum von C*(S™1), der von den
LSspherical harmonics® mit dem Grad k aufgespannten wird.

Aus der Behauptung 3.8 folgt, dass die V}, orthogonal zueinander sind.

Definition 3.10. Sei vy, die Dimension des Raumes Vi, und sei egq,- -+ , €., eine
orthonormale Basis von V;,. Dann dann definieren wir den Kern By, : S"!x S" 1 - R

durch

Vg

Bi(z,y) = Zek,z‘@)@k,i(y)-

=1

Bemerkung. Aus Behauptung 3.8 folgt, dass fir k # 1
(By, B)) =0

qgilt.

Behauptung 3.11. Fliir jedes k € Ny ist der Kern By invariant unter der orthogonalen
Gruppe O(n), dass heifit es gilt

Bi(Ax, Ay) = By(x,y) VA€ O(n) und Va,y € S"*.

Beweis. Zunichst definieren wir die Gruppenoperation von O(n) auf C(S"1):
(A, f) = Af € C(S™"), wobei (Af)(z) = f(Az) A€ O(n), fecC(S").

Man beachte, dass das innere Produkt (.,.) invariant unter der orthogonalen Gruppe
ist. Fiir f,g € C(S™™!) gilt also (Af, Ag) = (f,g) VA € O(n).

Des Weiteren ist fiir alle x € S™! die Auswertungsfunktion ev, : V;, — R mit
evy(f) = f(x) eine lineare Funktion. Da alle V) endlich dimensional sind, gilt der
Darstellungssatz von Riesz. Dieser Satz ist beispielsweise in [4, Kapitel 4] nachzulesen.
Fiir alle z € S"~! existiert also eine Funktion r, € V4, so dass (f,7,) = f(x) ist. Auch
gilt fiir A € O(n) 74, = A7 'r,. Dies kann man leicht sehen, da fiir ein beliebiges f € V}

—-13 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

gilt.
Da ey, , ek, eine orthonormale Basis von Vj, ist und r, € V}, gilt, kénnen wir r, als
Linearkombination beziiglich dieser Basis darstellen. Es gibt also a1, . .., oy, sodass

Vg
Ty = Y Qg jey; ist. Analog fiir 7,. Somit konnen wir den Kern By, darstellen durch
j=1

Vg

Bi(z,y) = Z eri()eri(y)

i=1
Vg
- Z(ek,’b TZ‘)(ek‘,i) Ty)
i=1
Vg Vg Vg
= (erir > awjeng)(ens Y oyer;)
i=1 j=1 Jj=1
Vg
= Z am,iay,i(ek,ia ek;,z’) (ek,z’7 ek,i)
i=1 1
Vg Vg
= () awjeng, Y ayer;)
j=1 Jj=1
= (g, 1y).

Somit haben wir also fiir ein beliebiges A € O(n)

Bk(Axa Ay) = (TA$7 TAy)

= (A7, A7)
= (rz,7y)

- Bk(xmy)a

was zeigt, dass By invariant unter Operationen der orthogonalen Gruppe O(n) ist.

]

Da die By invariant unter Operationen der orthogonalen Gruppe sind, ist also fiir
By (z,y) nur die relative Lage von = und y wichtig. Wir zeigen nun, dass By nur von
dem Skalarprodukt x - y abhéngt.

Behauptung 3.12. Fir jedes k € Ny gibt es ein reelles Polynom Rj vom Grad k,
welches nur von einer Variable abhdngt und fir das By(z,y) = Ry(x - y) gilt.

Beweis. Seie = (1,0,...,0) € S"~! der erste Einheitsvektor. Sei p(x) := By (e, z). Somit
kénnen wir p als ein Polynom sehen, welches von n Variablen abhéngt und den Grad
k hat.

Fiir ein beliebiges u € [—1,1] sei w(u) = (u,v/1—u2,0,...,0) € S"'. Durch die
Behauptung 3.11 wissen wir, dass die By, invariant sind unter O(n).

- 14 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

Wir wollen zeigen, dass By(z,y) = p(w(z - y)) fir alle x,y € S"! gilt. Wir su-
chen also eine orthogonale Transformationsmatrix O € O(n), fir die Oz = e und
Oy = w(z -y) = w(u) gilt. So eine Matrix existiert und kann durch die Gram-Schmidt
Orthonormalisierung erzeugt werden. Der erste Zeilenvektor o; der Matrix O muss z
enthalten. Die Zeilenvektoren os, ..., 0, erhalten wir durch die Gram-Schmidt Ortho-
normalisierung. Sie miissen sowohl paarweise, als auch zu x und y orthonormal sein.
Der zweite Zeilenvektor oy ist durch die anderen Zeilen bis auf das Vorzeichen eindeutig
festgelegt. Auch muss gelten 0, -y = £v/1 — u?, da sonst Oy ¢ S"~! wiire. Mit so einer
Matrix gilt also

Bi(z,y) = Br(Oz,0y) = By(e,w(r - y)) = p(w(z - y)).

Nun betrachten wir fiir ein u € [—1, 1] die Funktion p(w(u)). Wegen der Definition von
w(u) brauchen wir bei der Berechnung von p(w(u)) nur die Monome zu betrachten,
welche ausschlieBlich die Variablen x; oder x5 enthalten.

Als néchstes stellen wir p(w(u)) als Summe von po(w(u)) und p;(w(u)) dar. Dabei ist

po(w(u)) die Summe aller Monome der Form ¢z 252 mit ky gerade und py(w(u)) die
Summe aller Monome der Form cz¥' 52 mit k, ungerade. Fiir ein u € [—1, 1] haben wir

also
p(w(u)) = po(w(u)) + pi(w(u)).

In dieser Darstellung gilt:

p(w(u)) = po(w(w)).

Um dies zu sehen, betrachten wir den Vektor w’(u) = (u, —v/1 — 12,0, ...,0) € S"~! fiir
u € [—1,1]. Da die By, invariant sind und e-w(u) = e-w'(u) ist, muss gelten p(w(u)) =
p(w'(u)). Wegen der geraden Potenz der Variable xo in py muss auch po(w(u)) =
po(w'(u)) gelten. Wegen der Definition von p; gilt also p;(w(u)) = —p;(w'(u)) und
gleichzeitig muss gelten p;(w(u)) = p1(w'(u)). Dies ist nur moglich wenn py(w(u)) =0
ist fur alle u € [—1,1].

Dies bedeutet, dass x5 nur mit geraden Potenzen vorkommt und somit sich die Wurzel
in jedem Fall auflést. Man kann also Ry (u) = po(w(u)) als ein Polynom in einer Variable
sehen. Des Weiteren gilt also By(z,y) = Ry(z - y) fiir alle z,y € S*~!. Da die By, den
Grad k hatten, hat Ry ebenfalls den Grad k. n

Um die Ry aus der vorherigen Behauptung mit den Gegenbauer-Polynomen G} in
Verbindung zu bringen, zeigen wir nun, dass sie orthogonal beziiglich des mit (1 —252)71773

gewichteten Skalarproduktes sind.

n—

Behauptung 3.13. Die Ry sind orthogonal beziiglich des mit (1 — %) 23 gewichteten
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3.2 Der Satz von Schoenberg

Skalarproduktes. Das heif$t, fir k # 1 gilt

1

/ Ry(H)Ri(t)(1 — 2)*Fdt = 0.

-1

Beweis. Wir haben

(3.1) =

EU

Bl>

/ Bz, y) By(z, y)dw(z)dw(y)
n—1 Sn 1

Il
m\m\

Ri(z - y)Ry(z - y)dw(z)dw(y).

n—1 n—1

n

Da die By(z,y) = Ri(x - y) O(n)-invariant sind, kénnen wir " = N = (0,...,0,1)
wéhlen. Es gilt also:

/ Ri(Ny) B (Ny)doo () deo )

Sn—1 Sn—1

:/ Ri(Ny)R( Ny)/ 1 dw(z)dw(y)

Snfl
(3.2) — (5™ / RNy RANy)doly)

Um dieses Integral weiter auflésen zu kénnen, benttigen wir eine Transfomation in
n-dimensionale Polarkoordinaten. Sei  := (0,27) x (0,7)" 2. Dann gilt S"~! = ®(Q)
mit & : Q@ — R” definiert als:

n—2

Oy (p, ) = cos(p) H sin ()

Dy (p, ) = sin(yp) I:I sin(d;)

=1

n—2
D, (p, ) = cos(;_9) H sin(?;) i =3,..,1n
I=i—1
und
n—2
Det(D®(p, ) = | [ sin(v;)"
i=1

~16 —



3.2 Der Satz von Schoenberg

Wenden wir diese Transformation auf (3.2) an, so erhalten wir:

= /Snl Ri(Ny)Ri(Ny)dw(y)

- / Ry (c08(9—s)) Ri(cos(0,_2)) | Det (DD (i, 9))|d(i0, 9)

- n—2
_ / / Ri(cos(0;_»)) Ri(cos (0 »)) [ sin(@:)id(, 9).
(0,27) % (0,m)n=3 JO i=1

Mit w(S"?) = f(o 9)x (0,m)n—3 172 sin(9)'d(, 91, ..., 9 _3) gilt:

= w(S"?) /07r Ry (cos(9;_2))Ri(cos(¥;_3)) sin(¥,, 2)" 2d(V,,_2).

Substituiert man hier ¢ := cos(¥;_5) und d(¥;_5) = L)) so erhalten wir:

—sin(¥;_2

= w(S"2) / Ry(t) Ry(t) sin(9,,_o)"~*dt

-1

= w(S"?) / 1 Ri(O) Ry (1) (sin(9,_2)?) " di
= w(S"_2)/1 Ru()Ri(t)(1 — t2)"2 dt.

Setzt man in (3.2) ein, so erhélt man:

0 = (B, B)

=[] Blew)Bladste)st)
— (" N w(572) / Ri(DRy(1)(1 — )" dt.

Daraus folgt

/1 Ri()Ri(t)(1 — t3)"% dt = 0.

1

]

Behauptung 3.14. Die in Definition 3.10 eingefiihrten Kerne By sind positiv, das

heift By = 0V k € N.

Beweis. Durch die Definition von den By ist Symmetrie leicht ersichtlich. Zu zeigen
bleibt die Positivitdt. Um dies zu beweisen, werden wir wieder den Darstellungssatz
von Riesz benutzen. Wie in dem Beweis zu Behauptung 3.11 nutzen wir wieder, dass
fiir alle x € S"~1 die Auswertungsfunktion ev, : V; — R mit ev,(f) = f(z) eine lineare

Funktion ist. Es gilt also wie in dem Beweis zu Behauptung 3.11:

- 17 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

Uk Uk

Bi(r,y) = Y _eni(®)eni(y) = > (enis72)(€ris1y) = (ray1y).

i=1 =1

Mit dieser Darstellung kann man die Positivitit leicht zeigen. Fiir x4, ..., 2,, € S" !
und uy, ..., u,, € R, wie in Definition 2.6 gilt also:

m m m m
E g By (i, xj)uuy = E g Tk T ) Will

i=0 j=0 i=0 j=0

NER
NER

(uirk,mi , Uj Tk,a:j )

~.
Il
Il
=)

03

u iTk,x;) § U T, :cJ
m
UiTk 2 5 E UjTE, x]

SMS

MSJ':

s
Il
=)

da die Argumente des Skalarproduktes identisch sind. Es gilt also By = 0

]

Bemerkung. In der Behauptung 3.13 wird gezeigt,dass die Ry orthogonal beziiglich
des mit (1 —t*)"2 gewichteten Skalarproduktes sind. Da die Ry den Grad k haben,
miissen sie also ein Vielfaches von den Gegenbauer Polynomen G* sein, da diese eine
orthogonale Basis des C2([—1,1], (1 —2)"2"dt) bilden.

Des Weiteren gilt wegen der Positivitit der By beziehungsweise der Ry, dass Ry(1) > 0
ist. Da G(1) = 1 ist, muss Ry, also auch ein positives Vielfaches von G} sein. Die
Positivitdt bleibt bei dem Ubergang von den Ry zu den G} also unberiihrt.

Somit miissen die By, auch positive Vielfache von den Ej sein. Die Ey sind also ebenfalls
positiv und orthogonal.

In den folgenden Ausfiihrungen, sowie in Kapitel 4, benotigen wir das Schur-Theorem.
Fiir den Beweis wird beispielsweise auf [18, Theorem 3.1] verwiesen.

Theorem 3.15 (Schur-Theorem). Seien A = (a;;),; <, und B = (bi;),; ;-, positive
semidefinite Matrizen. Dann ist die Matriz - -

C:= (ai,jbi,j)lgi,jgn
ebenfalls positiv semidefinit.

Bemerkung. Das Schur-Theorem impliziert hier, dass das Produkt von zwei positiven
Kernen wieder positiv ist.

- 18 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

Theorem 3.16 (Satz von Schoenberg). Se: C(S"! xS”‘l)g[()”) die Menge der positiven,
O(n)-invarianten Hilbert-Schmidt Kerne. Dann gilt:

C(smt x g2 = {Z FeEr(,y) : fu € R, fi 20, Y fi < OO} :
k=0 k=0

Beweis. Zuerst behandeln wir die D-Beziehung. Seien fy, f1, ... nicht negative Zahlen,

so dass Y fr konvergiert.
k=0
Zunéchst zeigen wir, dass
(%) GR(u)] <GE(1) =1 wel-11]

gilt. Dies kann man leicht aus der Positivitdt der Fj folgern: Sei also u € [—1, 1] und
z,y € S" ! mit x -y = . Da Ej, positiv ist, gilt fiir alle u;,us € R:

= u + 2uus G (u) + u
Also ist mit u; = uy =1
1+2G(u)+1>0 < —1<GE(u)
und mit u; = 1 und uy = —1
1-2G(u)+1>0 & Gi(u) <L
Dies ist dquivalent zu (x).

Dadurch wird impliziert, dass die Reihe
> AiGi(w)
k=0

absolut fiir alle u € [—1, 1] konvergiert. Somit konvergiert auch die Reihe

Y KGRz-y) =D Bz, y)
k=0 k=0

~-19 -



3.2 Der Satz von Schoenberg

fiir alle 2,y € S" . So wird deutlich, dass ein Kern A : S"7! x §"~! — R mit

Az, y) =) fiGrlx - y)

(0.9}
stetig ist, wenn die Reihe »_ fi konvergiert.
k=0

Kommen wir nun zur C-Inklusion. Sei f € C(S™! x S”*l)fé") beliebig. Die Funktion

f ist O(n)-invariant. Es gibt also nach Behauptung 3.12 eine Funktion h : [~1,1] — R,
sodass f(z,y) = h(zx - y) fir alle z,y € S"! ist. Da die G§,GY, ... eine vollstindige
Basis bilden, gibt es Zahlen fy, fi, ... fiir die

h=>Y_ fiGy
k=0
ist. Folglich ist auch
k=0

Wir zeigen nun, dass die Koeffizienten f; positiv sind. Man beachte,dass

> feBe E) >0
k=0

ist, da es sich um das innere Produkt von zwei positiven Kernen handelt. Dieser Zu-
sammenhang ist klar, da

SonnB) = [ [ Y ) Bl dote)doty) 2 0

7

g

=0

wegen Theorem 3.15 und der Bemerkung zu Definition 2.2 ist. Nun kénnen wir die
Orthogonalitiat der Ej ausnutzen. Es folgt also

(Q_ fulk, Ex) = fi (£, Ey) > 0.
kzzokk I 1 (B By

>0
Dies ist nur moglich, wenn f; > 0 ist.
o0
Als Letztes zeigen wir noch, dass die Reihe ) fi konvergiert. Dazu seien die Funktio-
k=0

nen h,, : [—1,1] — R definiert durch

hi(uw) = h(u) = fiGr(u)  m €N
k=0

—-20 -



3.3 Lineares Programm

Diese Funktionen sind stetig und positiv, da die Ej positiv sind. Insbesondere gilt
wegen der Positivitat h,,(1) > 0. Somit haben wir auch

h(1) =Y fe=h(1) = > fiGi(1) = hu(1) > 0.

Es gilt also h(1) > > fr > 0 fiir alle m € Ny. Dies zeigt die Konvergenz der Reihe. [
k=0

3.3 Lineares Programm

Mit diesem Ergebnis sind wir in der Lage, unser duales Programm aus Definition 2.7
umzuformen:

U2(G(n)) = min A

sit. fec(sm x s
f=0
flz,x)=A—1 Ve e St
flz,y) < -1 V{z,y} ¢ E.

Schriinken wir bei diesen Programm den Lésungsraum auf C(S™1 x S”‘l)gén) ein, so
kénnen wir den Satz von Schoenberg anwenden. Dabei erhalten wir

Uo(G(n)) = min A

s.t. fe >0 Vk € N
kaEk(x,m) =A—-1 Vr € Sn_l
k=0
k=0
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3.3 Lineares Programm

Setzt man hier die Definition der E} ein, so erhélt man:

Uo(G(n)) = min A
s.t. fe=>0 Vk € N

Y ARG =A-1
k=0

S 1
S AGHH < -1 vi e [_1, 5] |
k=0
Nun kénnen wir noch G(1) = 1 und
A=14+> AGIL) =1+ fi
k=0 k=0

nutzen, um unser Programm weiter zu vereinfachen. Zuséatzlich begrenzen wir die An-
zahl der fr, um unser Programm fiir den Computer berechenbar zu machen. So erhalten
wir folgendes lineare Programm:

d
99(G(n)) =min 1+ > _ fi
k=0

s.t. fr=>0 fir k=0,1,....d

d
gfkc:z(t) < -1 Vit e [—1,%]

Dies ist das lineare Programm, was von Delsarte 1973 vorgestellt wurde und bis 2007
die Grundlage fiir die Berechnung von oberen Schranken fiir die Kusszahl bildete, [8].
Fiir n = 8 und n = 24 ist die obere Schranke aus dem linearen Optimierungsproblem
scharf. Somit konnen wir mit diesem Programm auch die genauen Werte fiir mg und
94 berechnen.
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4 Die SDP-Methode

In diesem Kapitel schranken wir wieder den Losungsraum auf einen Unterraum von
C(S" ! x S"1)=Y ein, um die obere Schranke weiter zu verbessern. In dem vorherigen
Kapitel haben wir nur diejenigen Hilbert-Schmidt Kerne betrachtet, welche lediglich
von der relativen Lage von x und y abhéngen. Wir verfolgen in diesem Kapitel die
Idee, einen Punkt auf der Einheitssphére zu fixieren. Das heifft, wir beschranken uns
auf die Hilbert-Schmidt Kerne, welche nur von den Skalarprodukten z -y, x-e und y-e
abhéngen. Um dies im Sinne der Lovazs ¥-Funktion zu verwirklichen, betrachten wir
folgenden Raum:

Definition 4.1. Sei e € S"™! fiziert. Dann sei
PD(S" . e):={f € C(RY)|f(z-y,x-e,y-e) = 0, z,y € "'},

Bemerkung. Sei H der Stabilisator von e in O(n), also die Menge der orthonormalen
Transformationsmatrizen fir die Oe = e gilt. Dann bildet die Menge der Funktionen
(z,y) = flz-y,x-e,y-e) mit z,y € S" ' und f € PD(S" ! e) den Unterraum von
C(S"! x §"1)=0 der invariant unter H ist.

4.1 Multivariate Gegenbauer-Polynome

Um den Raum PD(S™ ! e) wieder mit Hilfe einer orthogonalen Basis zu zerlegen,
bendtigen wir die multivariaten Gegenbauer-Polynome. Oleg Musin hat diese fiir einen
Stabilisator von m Punkten, 0 < m < n — 2, definiert, [14]. Hier beschréinken wir uns
jedoch auf den Fall m = 1.

Definition 4.2. Sei t,u,v € R. Dann sei

k t—uv
1—v?)2Gyt .
( ) (\/(1—u2)(1—v2)>

Man beachte, dass so G\ (£,0,0) = GF~(t) gilt.

NI

GVt u,v) = (1 —u?)

Bemerkung. Das Gegenbauer-Polynome G} st fiir gerade k ein gerades Polynom
und fiir ein ungerade k ein ungerades Polynom. Dies bedeutet, dass das multivariate
Gegenbauer-Polynom G,(C"’l) auch ein Polynom in u und v ist, da sich die Wurzeln
auflosen.
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4.1 Multivariate Gegenbauer-Polynome

Um den Raum PD(S™! e) zerlegen zu kénnen, brauchen wir noch eine andere Dar-
stellung von positiven, symmetrischen Polynomen.

Definition 4.3. Wir definieren die Matriz Zy(u,v) mit der Dimension (d+1) x (d+1)
durch Zy(u,v) = (24(u)) " (24(v)). Dabei sind u,v € R und

der Vektor der Monome bis zum Grad d.

Definition 4.4. Fir quadratische Matrizen A, B € R™™ sei das Skalarprodukt (.,.)
definiert durch

(A, B) = Spur(AB) = > a;bi.
ij=1

Theorem 4.5. Sei f(u,v) ein positives, symmetrisches Polynom mit u,v € R. Dann
existiert ein d > 0 und eine positiv semidefinite Matriz H € RFDXE+D) - godass

flu,v) = (H, Zg(u,v))

15t.

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass (H, Za(u,v)) = 3 o jqhiju't’ = za(u)H zg(v) "
ist. Es gibt also fiir jedes Polynom f eine Matrix H, sodass f(u,v) = (H, Z4(u,v)) mit
hinreichend grofiem d. Ebenso ist die Symmetrie der Matrix H gegeben.

Zu zeigen bleibt, dass H >~ 0 falls f > 0 ist. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Sei also
H nicht positiv semidefinit. Dann existiert ein y € R4 sodass y" Hy < 0 ist. Nun gilt
mit x1, ..., Tg11, UL, ..., Ugr1 € R wie in Definition 2.6 :

Y flonzuuy =Y (H, Za(wia))ug

0<i,j<d 0<i,j<d

= Z za(w:) H za(25) Tuzu;

- (Z uizd(xi)> 0 <Z wzu(m;-))

Da die z4(z;) fur paarweise verschiedene z; linear unabhéngig sind, gibt es eine Wahl
fiir die u; beziehungsweise z;, so dass y = Z;.lzo u;zq(x;) gilt. Somit folgt:

Z Sz, ) uiu; = yHy'

0<i,j<d
<0

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme f > 0. O]
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

Nun gilt es wieder zu zeigen, dass die multivariaten Gegenbauer-Polynome orthogonal
zueinander sind. Der Beweis ist zum grofiten Teil aus [14] entnommen. Dazu bendtigen
wir noch folgende Definition:

Definition 4.6. Sei t,u,v € R. Dann sei

Q(t,u,v) :=

SR
~ =
—_

und
D = {(t,u,v) e R : Q(t,u,v) = O}.

Lemma 4.7. Es gilt (t,u,v) € D genau dann, wenn

(t —uv)? < (1 —u?)(1 —v?), lu] < 1.

Beweis. Da die Matrix ) symmetrisch ist, konnen wir hier tiber die Positivitit der
Hauptminoren argumentieren.

Der 2. Hauptminor ist also genau dann positiv, wenn |u| < 1 ist. Fiir den 3. Hauptminor
gilt :

det =(1—-u?)(1—v%) — (t —w)*

ST
~+~ =
—_ ~+

Die Determinante von @ ist also genau dann positiv, wenn (t —uv)? < (1 —u?)(1 —v?)
und |u| <1 gilt.

[]

Wir legen die Notation p(t, u,v) := (det(Q))"z = ((1—u2)(1—02) — (t—uv)?) "z fest.
Lemma 4.8. Sei F': D — R eine beliebige, stetige Funktion. Dann gilt

/ Flo -y, 1, 1) dw(z)dw(y)
(Sn—1)2

= w(Sn_Q)w(Sn_g)/ F(t,u,v)p(t, u,v)dtdudv.
D

Dabei sind x1 und y; die ersten Eintrdge der Vektoren x und y.
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

Beweis. Fiir diesen Beweis werden wir die Variablentransformationen
(x,y) — (a,b,u,v) — (s,u,v) — (t,u,v)

durchfiihren. Die Variablen sind fiir z,y € S~ ! definiert durch: v = x;,0 = ¥,

T T
0 — (I27---axn) 7 h— (yQah( 7)yn) ’ wobei h(u) = /1 — 2
v

ist, sowie s = a-bund t = x -y = h(u)h(v)s + uv. Fiir den Beweis werden wir zu-
erst die Transformationen bestimmen und die dazugehorigen Funktionaldeterminaten
berechnen.

(z,y) — (a,b,u,v)

Wegen ||a]| = [|b]] = 1, sind a,b € S"2. Die Koordinaten u,v sind die ersten
Eintriage von z,y, es gilt also u,v € [—1,1]. An dieser Stelle fithren wir also ei-
ne Koordinatentransformation von S"~! zu der Zylinderoberfliche S"~2 x [—1, 1]
durch. Man beachte, dass es sich hierbei um die Koordinatentransformation zwi-
schen zwei Untermannigfaltigkeiten handelt. Wir kénnen hier also nicht den nor-
malen Transformationssatz anwenden. Stattdessen verfolgen wir die Strategie,
beide Untermannigfaltigkeiten mit dem Zylinder

Q={(,u) eR" " 1ue[-1,1],|a|* <1}
zu parametrisieren und anschlieBend die Oberfléchenelemente zu vergleichen.
Betrachten wir also zunéichst die Parametrisierung 1, : Q — S"2 x [—1,1] mit

aq

r = @1,1(04, U) = Op_9

V1= af?

u

Die Form dieser Parametrisierung erlaubt es uns, folgenden, bekannten Zusam-
menhang auszunutzen [10, Kapitel 14]:

/f(fﬂ)dW(I)z / Floy (@), u)y/1+ [[Vi(a)[2d(a; w),

gn-1 Sn—2x[-1,1]
mit () = /1 — ||||?. Hierbei gilt
Vi) = (~——= )

VIi— el /1= alP
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

und somit auch

af? 1
VIV = /1+ - .
L=llal* /T —Tlaf?

1

Fiir das Oberflichenelement gilt also dw(a)du = md(a, u).

Kommen wir nun zu der Transformation &4 : 2 — S™=1 mit

arh(u)

=Py (a,u) = n_oh(u)

V1= llaf?h(u)

Fiir die Berechnung der Gramschen Determinante betrachten wir zuerst die Ja-
cobi Matrix:

h(u) 0 0 — o
_ asu
0 h(u) 0 o
Do(a,u) = 0 0 o h(u) — S
__aih(u) __ash(u) _ap—oh(u) Uy 1—[laf|?
ViclelP  Vi-lelr T /ifal? Vi=ad
0 0 0 1
somit gilt auch
g2 4 d—w?) aaz(1—u?)
(1—u ): Sk R,
ajaz2(l—u ) @ —u
D®(a,u) DP(a,u) = =[lal? (L —v’) + e
0 0 L
1—lall +af a0 0
1— u? a1 1=l + a3 0
1 —flerf|? : i
0 0 ik

Nun koénnen wir, mit der Hilfe des Entwicklungssatzes von Laplace, die Gramsche
Determinante berechnen:

1w \"' 1= [|a?
Y ) o] laa™ + (1= [|o]2) By -

|D® (o, u) " DO (v, u)| = (1 "ol (1= )
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

Die Matrix aa” hat den einfachen Eigenwert ||a||* und den (n — 3)-fachen Ei-
genwert 0. Daraus folgt [aa™ + (1 — [|a[]?*) Eq—2| = (1 — ||a]|*)"~* und somit ist

(1 = [laff?)»=3

VID®(a, u) T DB(a, u)] = \/(11__”22”2) i (11—_||32I£

R
V1=l
Somit ergibt sich fiir das Fldchenelement
1

dw(z) = (1 — UQ)"ESWCZ(@,U).

Verkniipfen wir nun die beiden Transformationen miteinander, so erhalten wir
Py : 572 x [—1,1] = S*! mit

0 U
1 aq 0

r=®(a,u) = <I>1’2(<I>1,1(a, u)) = ) h(u) +
QAp—1 0

Durch den Vergleich der Oberflichenelemente von ®;; und ®, , erhalten wir das

Oberflachenelement ,
dw(z) = (1 —u?)™7 dw(a)du

fiir die vollstéandige Transformation. Des Weiteren gilt:

F(x-y,z,y) = F(®1(a,u) - P1(b,v), u,v)
= F(h(u)h(v)(a-b) + uv,u,v)

(a,b,u,v) — (s,u,v)

®, ist wie in 3.13 definiert. Wir konnen also wieder die Invarianz des Skalarpro-
duktes unter der orthogonalen Gruppe ausnutzen und w(S™?) rausziehen.Dann
konnen wir die Transformation auf IV - b anwenden. Wir erhalten also

F(h(u)h(v)(a-b) + uwv,u,v) = F(h(u)h(v)s + uv, u,v)

und

dw(b) = w(S™?)w(S")p(s,0,0)d(s).

(s,u,v) — (t,u,v)
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Mit der obigen Definition gilt:
|t — wv| = [h(u)h(v)s| = h(u)h(v)[s] < h(u)h(v),

da |s| < 1 ist. Es gilt also (t,u,v) € D. Sei ®3 : [-1,1] — [—1,1] mit der
Abbildungsvorschrift

t — uv
a0 = htyw) ~ *

und der Funktionaldeterminante

det(D®3(t)) = det(h(u) " h(v)™') = h(u) " th(v) "

Mit diesen Voriiberlegungen und é(u,v) = (1 — u2)"z" (1 — %)z gilt:

[= /Sn s ) del@)det)

/ / Ya - b+ uv, u, v)6(u, v)dudvdw(a)dw(b)

(87=2)2 u,v=-1

= / / F(h(u)h(v)N - b+ uv, u,v)d(u, v)dudvdw(a)dw(b)

= / 1dw(a)/ / F(h(u)h(v)N - b+ uv, u,v)o(u, v)dudvdw(b)

= w(S"Hw(S"?) / / F(h(u)h(v)s + uv,u,v)d(u,v)p(s,0,0)dudvds

s=—lu,v=-—1
und mit

§(u,v)p(s,0,0)h(u) " th(v)™ = (1 - u2)nT_3(1 - UZ)nT_:ip(s, 0,0)h(uw) th(v) ™t = p(t,u,v)

gilt nun

= w(S" Aw(S"?) /F(t,u,v)p(t,u, v)dtdudv.
D

Lemma 4.9. Sei g(u,v) eine beliebige, stetige Funktion auf der Menge

{(u,v) €R*:Ju| < 1, Jv] < 1}
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

Dann gilt, falls k # 1

/G(n1 G(nl (t,u,v)q(u,v)p(t, u,v)dtdudv = 0.

Beweis. Fiir diesen Beweis fiihren wir wieder eine Variablentransformation ¢t — s
durch. Dafir sei

t_
g = v und somit t=®(s) = S\/(l —u?)(1 —v?) + uv.

VA==

Die Funktionaldeterminante ist

det(D®(s)) = det(1/(1 — u2)(1 — v2)) = /(1 — u2)(1 — v2).
Da (t,u,v) € D gilt

(t—uv)* < (1 —u?)(1—v?) &
[t — uv|
i ”
|s| < 1.

Es ist also
D = {(s,u,v) cR?:[s| < 1,|ul <1,[v| < 1}.

Des Weiteren gilt fiir die multivariaten Gegenbauer-Polynome

k t— uv
1—v?)2Gyt
( ) (x/(l—zﬂ)(l—v?))
(1—0%)2Gp(s).

[NIES

G(" 1)(15 u,v) = (1 —u?)

IMIE

—(1-u?)
Nun konnen wir die Variablentransformation durchfithren. Es ist also:

_ / GO (1w, )GV (¢, u, 0)g(u, 0)p(t, u, v)didudy
D

n— 3+k+l

= /((1 —u?)(1 —v?)) G H(8)GP 1 (s)q(u, v) (1 — SQ)HT_lesdudv

D

1o [ GG )0 ) ds

J/

~
=0
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

mit

n—3+k+1

Iy = / q(u,v)((1 —u?)(1 —2v?)" 2 dudv.

Theorem 4.10. Sei f(u,v) eine beliebige, stetige Funktion auf
{(u,v) € R*: |u| < 1,|v| < 1}.
Wenn k # 1, dann gilt

/ Gé"’l)(x Y, I17y1)Gl(n71)(x *Y, T, yl)f(ﬁl, yl)dw(x)dw(y) = 0.
(Sn71)2

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Kombination von Lemma 4.8 und Lemma
4.9. O

Theorem 4.11. Sei x,y € S L. Dann gilt fiir alle k >0

G,(fn’l)(x ~y,e-ze-y) = 0.

Beweis. Diesen Satz konnen wir aus Behauptung 3.14 folgern. Dafiir seien wieder
p1,-pr € S"7! beliebige Punkte wie in Definition 2.6. Sei nun v; = p;; und x; =
(Disgy s pim) | fiir i =1,... 7. Mit dieser Notation gilt

loall® + llll* = llpall® = 1.

Des Weiteren sei y; = r2: damit gilt y; € S"2.

llall”

So konnen wir folgende Umformungen vornehmen:

-1 DPi - Pj — Viv; _ gl Li Tj
g _02)(1 — 2 SN EA R
(1 =v7)(1 —23) J

= G Y- yy)-

Und Behauptung 3.14 zeigt, dass (G}~ (y; - yj))1gz',j = 0 ist. Weiter sei h; = (1—0v2)%.
hy

Dann ist A := hh' = : (hi, ..., h,;) wegen der Symmetrie positiv semidefinit. So
hy

ist durch einsetzten zu sehen, dass G,(:”l)(pi -pj,e-pise-p;) = hihGPH yi - y;) st

Insgesamt gilt also

<r

<G,§n’1)(pi “Ppj, € P, € 'pj)) = (hithZA(yi : yj))1gi,j§r

1<ij<r
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

und da A = 0, sowie (G} '(y; - y;)) = 0 ist, gilt, laut dem Schur-Theorem,

1<ij<r

(Glgn’l)<pi.pj’e.pi’e'pj>> = .

1<i j<r
]

Nun haben wir die Orthogonalitét, sowie die Positivitit der multivariaten Gegenbauer-
Polynome nachgewiesen. Wir kénnen jetzt den Satz von Schoenberg auf die Menge
PD(S™ 1 e) erweitern. Dazu zeigen wir zuerst folgenden Satz.

Theorem 4.12. Sei d > 0 und sei F(t,u,v) ein Polynom, welches in der Form

d

F(tu,0) = 3 fulu,0)G (¢ u,0)

k=0

geschrieben werden kann, wobei fi(u,v) = 0 fir alle 0 < k < d gilt. Dann ist firr > 1
und beliebige Punkte pr,...,p, € S™ ' die Matriz (F(p; - pj,e-pi,e 'pj))lgijgr =0,
bezichungsweise F € PD(S" ! e).

Beweis. Laut der Voraussetzung gilt fi(u,v) = 0 fiir alle 0 < k& < d. Daher ist auch

die Matrix (fi(e - pis € pj))i<; <, = 0. In 4.11 haben wir gesehen, dass auch fiir die

multivariaten Gegenbauer-Polynome die Matrix (G,(C"’l)(pi - Dj, € Dis€- pj)> =0
1<i,j<r

ist. Sei nun die Matrix Cy, defniert durch (Cy); ; = fi(e-pi, e-pj)G,g"’l)(pi-pj, e-p;,e-pj).
Wie in dem Beweis zu Theorem 4.11, impliziert das Schur Theorem auch hier, dass
Cr = 0 gilt. Es gilt also

d
(F<pz "Pj,€-Dis€ .pj))lgi,jgr = ch = 07
k=0

da die C}, > 0 sind. ]

Theorem 4.13. Sei F(t,u,v) ein Polynom in t, und ein symmetrisches Polynom in
w und v. Falls F(t,u,v) € PD(S" ! ¢), dann kann F(t,u,v) als

d

F(t,u,v) = Z fr(u, v)Gggn’l)(t,u, v)

k=0

dargestellt werden. Dabei ist fr = 0 fir alle 0 < k < d = deg,(F).

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass G,in’l)(t,u,v) ein Polynom vom Grad k in der
Variable t ist. Jedes Polynom F' konnen wir also eindeutig durch

d

F(t,u,v) = Z Jr(u, v)G;,n’l)(t,u, v)

k=0
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4.2 Erweiterung vom Satz von Schoenberg

darstellen. Dabei ist fi(u,v) ein symmetrisches Polynom beziiglich den Variablen u
und v mit Grad di. Also ist fx(u,v) = (Fg, Za, ), fir eine symmetrische Matrix F. Zu
zeigen bleibt Fj > 0.

Seien f(t,u,v), g(t,u,v) beliebige stetige Funktionen auf D. Wir setzten folgendes
Skalarprodukt fest:

{f,q} = / flz-y,z-ey-e)glz-y,z-ey-e)dw(x)dw(y).

(Sn—1)2

In 4.9 wurde gezeigt, dass die multivariaten Gegenbauerpolynome beziiglich dieses
Skalarproduktes orthogonal sind. Es gilt also fiir jede beliebige stetige Funktion h(u,v)

{Rac0} ={par nr} = {fkh, (G,ﬁ"’”)Q}

Diesen Zusammenhang benutzen wir, um ein neues Skalarprodukt einzufiithren. Seien
f(u,v) und g(u,v) stetige Funktionen auf {(u,v) : |u] < 1,|v| < 1}. Dann setzten wir

fo9) = {r9. (G}
fest.

Da [.,.] ein Skalarprodukt auf R[u,v] ist, gibt es eine orthonormale Basis «q, s, ...
des Raumes der reellen Polynome R[u,v]. Man beachte, dass F} eine quadratische
Form definiert. Sei F}, die Matrixdarstellung dieser quadratischen Form beziiglich der
orthonormalen Basis a, as,.... Dann gibt es eine Matrix A, sodass F, = ATF,A
gilt. Deswegen ist F}, genau dann positiv semidefinit, wenn Fj, > 0 ist. Sei h(u,v) =
(H, Z4, (u,v)) mit einer Matrix H > 0 und H die entsprechende Matrixdarstellung
beziiglich der orthonormalen Basis. Dann gilt

[f.h] = (Fy, H).

Die Bemerkung zu Definition 2.6 zeigt, dass {f, 1} > 0 fiir ein f € PD(S™"!, e) gilt. Des
Weiteren zeigt das Schur-Theorem, dass fiir f,g € PD(S™!,¢) auch fg € PD(S" ! ¢)

ist. Deswegen habe wir auch
(1)) ?
f9.(G"") 4 = [f.9) 2 0.

Fiir jedes positive Polynom h(u, v) mit einer positv semidefiniten Darstellungsmatrix H
beziigliche der orthonormalen Basis gilt also, [fy, h] = (Fg, H) > 0. Man beachte, dass
fiir alle z € R% durch zz" eine positiv semidefinite Matrix definiert wird. Diese Matrix
konnen als Darstellungsmatrix eines positiven Polynoms beziiglich der orthonormalen

Basis o, as, . . . interpretieren. Dass heift fiir alle z € R% gilt
(ﬁk,xxT> = Z (F’k) x> 0.
1<ij<dy, "
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4.3 Semidefinites Programm

Die Matrix 15;{ ist also positiv semidefinit; somit muss auch Fj > 0 sein. O

Theorem 4.14. Eine Funktion F ist genau dann Element PD(S" !, ¢e), wenn
F(t,u,v) kaqu( (t,u,v)
gilt, mit f, = 0 fiir alle k > 0.

Beweis. In Theorem 4.12 und Theorem 4.13 wurde die Aussage fiir Polynome gezeigt.
Da die Polynome dicht in PD(S"! e) liegen, gibt es, laut dem Satz von Stone-
Weierstraf3, zu jeder Funktion F' eine Folge von Polynomen f, € PD(S" ! e), mit
fr — F. Also ist die Aussage auch fiir F' giiltig. O

4.3 Semidefinites Programm

Mit der Hilfe von Theorem 4.14 kénnen wir also PD(S™! e) durch semidefinite Ma-
trizen parametrisieren. So haben wir die Moglichkeit, die Kusszahl durch semidefinite
Programmierung anzundhern. Um dies zu vereinfachen, fithren wir noch einige Nota-
tionen ein.

Bemerkung. Se:
Yt u,v) = Zg(u, U)G;ml)(t,u, v).

Dann gibt es zu jeder Funktion f, die in der Form 4.1/ geschrieben werden kann,
semidefinite Matrizen Fy, I, .... sodass gilt:

f(t,u,v) = ka(u,v)G (t,u,v) Z Fr, Yyl (tu,v))
k=0 k=0

Dabei entspricht dy dem Grad des Polynoms fi(u,v) und die Matriz F), hat dement-
sprechend auch die Dimension (dy + 1) X (dg + 1).

Die Matrizen F}, werden letztlich die Variablen sein, iiber die optimiert wird. Mit dieser
Notation erhalten wir durch Einsetzten in die Lovazs ¥-Funktion aus Definition 2.7 ein
berechenbares semidefinites Programm:
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4.3 Semidefinites Programm

93(G(n)) = min

s.t. F, =0 F, e RW>*& =0, .. d
d
D (Fr Vi (Lu,u)) = A =1 —1<u<l1
k=0
d
(Fr, Yy (t,u,v)) < —1 —1<t<05
k=0
—1<u,v<1

Man beachte, dass d + 1 die Anzahl der multivariaten Gegenbauer-Polynome angibt,
die wir zur Berechnung von 94(G(n)) verwenden wollen. Der Index dj gibt den Grad
des symmetrischen Polynoms an, das zu dem Gegenbauer-Polynom vom Grad k gehort.
Das bedeutet, dass die Matrix F}, fiir eine beliebige Funktion f € PD(S" !, e) beliebig
grofl werden kann. Um 94(G(n)) berechenbar zu machen, muss also dj, fiir alle k fixiert
werden.

Um die Nebenbedingung noch etwas konkreter zu formulieren, nehmen wir noch einige
Umformungen vor. Dazu fithren wir zunédchst eine Symmetrisierung durch.

Definition 4.15. Se:

n 1 n
Sk (t7 U,U) = 6 Z Yk,dk (O-<t’u7 U))u

o€ES3
wobei Ss die symmetrische Gruppe ist.

Bemerkung. Der Beweis zu Theorem 4.14 wurde fire = (1,0, ...) gefihrt. Durch eine
orthonormale Basentransformation kann man jedoch die Aussage fiir einen beliebigen
Punkt p benutzen. Dies ist einfach zu sehen, da PD(S"',p) = PD(S™" 1, Oe) fiir eine
orthonormale Matriz O ist. Somit gilt fiir beliebige Punkte pi,ps,... € S 1

f ((Opi) - Op;, (Opi) - €,(Opi) - €) = f (pi - pj. pi - P, pi - D) -
Und damat ist die Matriz (f ((Op;) - Opj, (Op;) - €, (Op:) - €)), ; genau dann positiv se-
midefinit, wenn die Matriz (f (p; - pj,pi - p,pi - D)), ; = 0 ist.

Z7J

Theorem 4.16. Sei C eine unabhingige Menge des Graphen G(n). Also C C S™!
und fir alle x,y € C qgilt v -y < % Sei F': (S"1)3 — R eine Funktion, mit der
Darstellung

F(x,y,z)=Z<Fk,5£(x-y,y-z,z~x)), Fkto

Dann gilt
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4.3 Semidefinites Programm

Beweis. Der Beweis fiir dieses Theorem ist eine Folgerung aus 4.11 und aus der vorhe-
rigen Bemerkung.

Sei O, € O(n), sodass O.e = z ist, fiir ein z € S"7'. Dann gilt

2, Flwa=3 > Flay.:

(z,y,2)€C3 z2€C (z,y)eC?

=> > ZFmSkw Yy -z, 2 @)

2€C (z,y)eC? k=0

E: > E:Fh (0.2 0.y,0.y - e,e- 0.x)).

C (z,y)eC? k=0 ,
EPD(TS'r"—l,e)
Da die Matrix (Z (Fy, SO,z - 0,y,0.y - e,e- Oﬁ)) positiv definit ist, gilt
k=0 (z,y)eC

also

Z (x,y,z Z Z i (Fy, Sp(O,x - O,y,0,y - e, e - 0,x))

(2,9,2)€C3 2€C (,y)eC? k=0

J/

-~

>0
> 0.

]

Mit dieser Aussage konnen wir nun beweisen, dass folgendes, semidefinite Programm
eine obere Schranke fiir a(G(n)) liefert. Die Definition und der anschlieBende Beweis
basieren zum grofiten Teil auf [6].

Theorem 4.17. Es gilt o(G(n)) < 97 (G(n)) wobei

ﬁfldvp)((;(n)) =min 1+ (Fy, Sg(1,1,1))

s.t. F. >0 F, € RP*P k=0,...4d
iF 1uu)><—1 —1<u<1
> 3 D)
k=0
d 1
(Fy, Sy (t,v,u)) <0 —lsu<vs<t<g

k=0

Beweis. Es seien Fy, Fy, ..., F; Matrizen, die die Nebenbedingung des obigen Pro-
gramms erfiillen. Es sei

d
F(z,y,2) =Y (Fi.Sp(x-y.y- 22 1))
k=0
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4.3 Semidefinites Programm

Zusatzlich setzen wir noch
Y= F(z,y,2)

(z,y,2)€C3

fiir eine beliebige unabhiingige Menge C' von a(G(n)) fest. Die Menge C?® kénnen wir
wie folgt partitionieren:

Cr = {(z,z,2) € C°}
Cy = {(z,y,2) € C°: |{z,y, 2}| = 2}
Cs = {(z,y,2) € C°: |{z,y,2}| =3} .

Des Weiteren gilt |C| = |C| und |Cy| = 3|C|(|C] — 1). So kénnen wir ¥ mit dieser
Partitionierung umsortieren. Mit Theorem 4.16 gilt:

0<¥= Z F(z,z,z) + Z F(z,y,z) + Z F(z,y,2).

(z,z,x)eC (z,y,2)€C2 (z,y,2)€C3
Nun konnen wir die Nebenbedingungen aus dem Programm anwenden :
d ., 1
052 < |G Y (P SE(L L1 - [Caly
Die Ungleichungen aus dem Programm gelten, da x -y < % fiir alle z,y € C ist. Durch

die Symmetrisierung koénnen die Argumente so umsortiert werden, dass u < v < t gilt.
Man beachte, das S;'(1,1,1) = 0 gilt fiir alle £ > 0. Wir haben also

0 <X < |C|(Fo, Sp(1,1,1)) = |C|(IC] = 1).
Durch umstellen erhalten wir:

|C| < I+ <F07‘S’(7)l(17 1’ 1)>
O

Die Erweiterung des Satzes von Schoenberg hat also ein semidefinites Programm ge-
liefert, deren optimale Losung eine obere Schranke fiir die Kusszahl angibt. Konkrete
Moglichkeiten, diese optimale Losung zu finden, diskutieren wir im néchsten Kapitel.
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5 Rechenresultate

Die in Kapitel 3 und 4 erstellten Programme haben die Nebenbedingung, dass ein
Polynom in einem bestimmten Intervall positiv sein soll. Dies bedeutet, dass wir hier
mit {iberabzédhlbar vielen Nebenbedingungen arbeiten. Wir stellen zwei verschiedene
Moglichkeiten vor, um damit umzugehen.

5.1 Diskretisierung

Die erste Moglichkeit ist, die Intervalle, in denen die Nebenbedingungen gelten miissen,
zu diskretisieren. Das heifit, die Polynome werden nur an einer bestimmten Anzahl von
Stiitzstellen innerhalb des Intervalls ausgewertet. Dies liefert schon fiir eine geringe
Anzahl von Stiitzstellen gute Rechenresultate. Allerdings ist so nicht sichergestellt,
dass die Nebenbedingungen auf dem gesamten Intervall erfiillt sind.

Bemerkung. Im folgenden sei N € N die Anzahl der Teilintervalle, in die das Intervall
[—1, %] geteilt werden soll. Dann bezeichne

3
ui:—l—l—éiN_l, i=0,...,N

die dquidistanten Diskretisierungsstellen.

Die folgenden Optimierungsprobleme erhalten wir, wenn wir die Nebenbedingungen
auf die Diskretisierungstellen einschranken.

Definition 5.1. Das diskretisierte Programm 92" (G(n)) mit N + 1 Stitzstellen ist
definiert durch:

d
95N (G(n)) =min 1+ fi
k=0

s.t. fr=>0 firk=0,1,...,d

d
> fiGru;) < -1 i=0,..,N
k=0

Definition 5.2. Das diskretisierte Programm 97"~ (G(n)) mit N + 1 Stiitzstellen ist
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5.2 Sum-of-Squares

definiert durch:

ﬁid’p’N)(G(n)) =min 1+ (Fy, S(1,1,1))

s.t. =0 FLeRP? k=0,..d
: 1
Z<Fk)sg(]—7u17uz>> S _g 1:0,,N
k=0
d

i

0

Abbildung 5.1 zeigt den Graph von ZZ:O frP(t) nach der Optimierung. Durch die
Abbildung wird deutlich, dass eine zu geringe Anzahl an Stiitzstellen das Ergebnis
entscheidend verfdlschen kann. Fiir nur sechs Diskretisierungstellen sind die Neben-
bedingungen auf grofien Teilen des Intervalls verletzt. Erst fiir eine deutlich héhere
Anzahl von Teilintervallen ist die Einhaltung der Nebenbedingungen gegeben. Fiir das
semidefinite Programm féllt es noch schwerer zu verifizieren, dass eine ausreichende
Anzahl von Stiitzstellen verwendet wurde.

n=5, d=10, N=5
4 -
2 L
1]
N e eli———
——— V\\_\_//O
-2 1 I |
-1 -0.5 0 0.5
n=5, d=10, N=20

| - e

Abbildung 5.1: Beispiel fiir zu grobe Diskretisierung

5.2 Sum-of-Squares

Eine andere Moglichkeit die Positivitét eines Polynoms iiber einem bestimmten Inter-
vall zu sichern bietet die ,,Sum-of-Squares“-Optimierung. Wir behandeln diese Methode
hier nur oberflachlich. Fiir genauere Ausfithrungen wird auf [15], [17] und [13] verwie-
sen.
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5.2 Sum-of-Squares

Die Idee hierbei ist ein Polynom f(x) = f(z1,x2,...,2,) € Rlxy, 29, ..., x,] mit dem
Grad d als Summe von Quadraten von Polynomen darzustellen. Es werden also Poly-
nome pg, p1, ..., Ps € R[xq, xa, ..., T, gesucht, sodass

S

fla) = (pi(x))

1=0

ist. Sei Zg(x) der Vektor der Monome bis zum Grad g. Dann sind Polynome p; =
Civ 24 (z) mit einem geeigneten Vektor ¢;. Dies kénnen wir benutzen, um das Polynom
f durch eine positiv definite Matrix ) darzustellen:

S S S

@) =3 @) = S za@) = 3 zale) ] 2a(0) = 2a(0) Qza(a)

i=0 =0 =0

Hierbei wird deutlich, dass @) eine positiv definite, symmetrische Matrix ist. Diese
Uberlegungen fiihren zu folgender Definition:

Definition 5.3. Ein Polynom f(z) = f(z1, %2, ....,x,) € Rlxy, 29, ..., z,] ist ein ,Sum-
of-Squares®, wenn es ein d € N und eine symmetrische, positiv definite Matrix ) €
R4 gibt, sodass

flx) ==

vl

(@) Qz4(a)
qgilt.

Es ist klar, dass f(x) > 0 fiir alle x € R" gilt, wenn f ein ,Sum-of-Squares* ist. In
unserem speziellen Fall reicht es jedoch nicht aus, die Positivitét fiir alle reellen Zahlen
zu sichern. Wir benétigen die Positivitit auf einem bestimmten Intervall. Um dies zu
gewéhrleisten, benotigen wir den Positivstellensatz. In der Form ist dieser Satz aus [16]
entnommen.

Theorem 5.4. Seien py, pa, ..., ps € Rzy, ..., x,] Polynome. Sei
K ={r € R" :pi(x) > 0,pa(z) > 0,..., ps(x) > 0}

eine kompakte algebraische Menge. Angenommen es gibt ein Polynom P in der Form
P=qg+4+qp+...+qsps, wobei q und die q; ,Sum-of-Squares® sind, sodass die Menge
{z € R": P(z) > 0} kompakt ist. Dann kann jedes Polynom p, welches positiv auf K
1st, geschrieben werden als

pP=7r—+pir1+ ...+ psTs,

wobei das r und die r; ,Sum-of-Squares“sind.

Bemerkung. Insbesondere beinhaltet der Satz 5.4 auch die Notwendigkeit von Defi-
nition 5.3. Ein Polynom f(x) = f(x1, 29, ...,2,) € Rz, X9, ..., z,] ist also genau dann
ein ,Sum-of-Square”, wenn

f(z) >0 VxeR"

gilt.
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5.3 Ergebnisse

Den Satz 5.4 konnen wir also ausnutzen, um die Nebenbedingungen der Programme
umzuformulieren. Dazu verwenden wir beispielsweise das Polynom p € R [z] mit

Da p positiv auf dem Intervall [—1, %] ist, konnen wir es verwenden um die Ungleichun-

gen aus den Programmen zu ersetzen. So wird aus 93(G(n)) das semidefinite Programm
d
95(G(n) =min 1+ fi
k=0
s.t. £ 0 fir k=0,1,...,d

d
ST RGN = )+ pDa(t) g Sum-of-Squares*.
k=0

Aus ﬁid’p )(G(n)) wir mit der Hilfe der ,,Sum-of-Squares“-Optimierung

ﬁgdvp)(g(n)) =min 1+ (Fo, S3(1,1,1))

s.t. F. >0 F, e RP*? k=0,...,d
d 1
- Z<Fk7 Sl?<17 u, U)) - 5 = Q<u> +p(u)QI(u) q,q1 ,,Sum—of—Squares“
k=0
d
—-1- Z(Fk, Sp(t,v,u)) =C r,r; ,Sum-of-Squares*
k=0
i=1,2,3
mit

C =r(t,u,v) + p(t)ri(t,u,v) + p(w)ra(t, u,v) + p(v)rs(t, u,v).

5.3 Ergebnisse

Alle folgenden Berechnungen wurden in Matlab durchgefiihrt. Als Modellierungsspra-
che wurde ,, Yalmip“ in der Version R20130213 benutzt, [3], und der verwendete Solver
war ,SeDuMi“ in der Version 1.3, [2]. Der Testrechner war mit einem , Intel Core Duo
T5800 “ Prozessor mit 2 Ghz und 4 Gb Arbeitsspeicher ausgestattet. Das Betriebssys-
tem war , Windows 8“ in der 64-bit Variante.

Wir diskutieren zunéchst die Unterschiede zwischen der Diskretisierung und der ,,Sum-
of-Square“-Methode am Beispiel der LP-Methode. Wie man in den unteren Quellcode-
Ausschnitten sehen kann, werden bei der Diskretisierung N 4+ 1 Nebenbedingungen
erstellt, um die Ungleichung der Programme zu simulieren. Bei der ,,Sum-of-Square*-
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Methode hingegen haben wir nur vier Nebenbedingungen. Jedoch benétigen wir dafiir
eine Vielzahl an zusétzlichen Optimierungsvariablen, die die Koeffizienten der , Sum-
of-Squares®“ angeben. Auflerdem verbirgt sich hinter den Nebenbedingungen sos(r)
sowie sos(rl) jeweils wieder ein semidefinites Optimierungsproblem. Die Losung die-
ser Optimierungsprobleme ist in ,, Yalmip“ jedoch automatisiert. Die weitere Neben-
bedingung 0==coe+M*f+[1 zeros(1,d)]’ sichert die Gleichheit der Polynome durch
einen Vergleich der Koeffizienten. Die Matrix M enthélt zeilenweise die Koeffizienten
der Gegenbauer-Polynome.

f=sdpvar(dt+1,1);

Constraints=[£>=0] ;

for j=1: (3/2)M"-1:0.5
Constraints=Constraintst+ [polyev(Mf, j)<=-1] ;

end

Objective=l+sum(f) ;

Code 5.1: Definition der diskretisierten Nebenbedingungen

/0ptimierungsvariablen
f=sdpvar(d+1,1);
sdpvar x;
c=sdpvar(d+1,1);
cl=sdpvar(d-1,1);

/iSum of Squares
r=monolist(x,d)’*c;
rl=monolist(x,d-2)’*cl;

/Berechnung der Koeffizienten von r+p_1#r_1
coe=c;

coe(1:d-1)=coe(1:d-1)+(1/2)*c1;
coe(2:d)=coe(2:d)-(1/2)*c1;
coe(3:d+1)=coe(3:d+1)-c1;

/Nebenbedingungen und Ziel funktion
Constraints=[£>=0,s0s(r) ,s0s(rl) ,0==coetxf+[1 zeros(1,d)]1’];
Objective=1+sum(f) ;

Code 5.2: Definition der ,,Sum-of-Squares Nebenbedingungen

Die Tabellen 5.1 und 5.2 zeigen einen direkten Vergleich von dem Ansatz der Dis-
kretisierung und der ,,Sum-of-Squares“-Methode. Sie zeigen die Ergebnisse und die
Rechenzeit in Sekunden fiir verschiedene Ubergabeparameter. Was in beiden Tabellen
auffallt, ist, dass fiir d > 12 nahezu keine Verdnderung in der optimalen Lésung mehr
auftritt. Diese Beobachtung deckt sich mit den Ergebnissen von Vallentin und Mit-
telmann, die 2009 in [11] verdffentlicht wurden. Des Weiteren bemerkt man, dass die
Rechenzeiten fiir die ,,Sum-of-Squares“-Methode in allen Féllen wesentlich niedriger

—42 —




5.3 Ergebnisse

ausfallen, als die Rechenzeit fiir die diskretisierten Programme. Dies ist hauptséchlich
durch die hohe Anzahl von Stiitzstellen zu erkldren. Fiir niedrige Werte fiir d und n
kann man dieselben Ergebnisse mit wesentlich weniger Stiitzstellen erwarten. Jedoch
sieht bei hohen Werten von d und n, dass die Ergebnisse der diskretisierten Programme
niedriger ausfallen, als die der ,,Sum-of-Squares“-Methode. Dies kann ein Hinweis auf
eine zu niedrige Anzahl an Diskretisierungsstellen sein. Zusammenfassend ist die ,,Sum-
of-Squares“-Methode der Diskretisierung sowohl in Effizienz, als auch in Genauigkeit
iiberlegen. Der Nachteil an der ,,Sum-of-Squares“-Methode ist, neben der komplexeren
Theorie, auch die aufwendigere Implementierung.

d=11 d=12 d=13 d=14
n| Y(G(n)) Zeit | 94(G(n)) Zeit | 94(G(n)) Zeit | 9I(G(n)) Zeit
3 13,1582 1,66 | 13,1582 148 | 13,1582 1,49 | 13,1582 1,54
4 25,5544 1,36 25,5544 1,42 25,2044 1,54 25,5544 1,71
5 46,3286 2,05 46,3286 1,47 46,3286 1,69 46,3286 1,83
6 82,6106 1,61 82,6106 1,78 82,6106 1,99 82,6106 1,90
7 140,1486 2,20 140,1486 2,04 140,1486 1,73 140,1486 1,75
8 240,0000 1,38 240,0000 1,47 240,0000 1,63 240,0000 1,78
9 382,0718 1,48 380,0057 2,03 380,0057 2,21 380,00567 2,27
10 604,5316 1,50 595,7865 1,62 595,7865 1,61 595,7865 1,80
Tabelle 5.1: Berechnung von 94(G(n)) mit N=50 Diskretisierungstellen
d=11 d=12 d=13 d=14
n | 95(G(n)) Zeit | 94(G(n)) Zeit | ¥5(G(n)) Zeit | 93(G(n)) Zeit
3 13,1583 1,98 13,1583 0,99 13,1583 1,08 13,1583 1,02
4 25,5584 1,20 25,5584 1,13 25,5584 1,35 25,5584 1,45
) 46,3376 1,08 46,3376 1,00 46,3376 1,04 46,3376 1,04
6 82,6312 1,01 82,6312 1,04 82,6312 1,09 82,6312 1,03
7 140,1624 0,99 140,1624 0,99 140,1624 1,07 140,1624 1,03
8 240,0000 1,03 240,0000 1,07 240,0000 1,09 240,0000 1,29
9 382,1260 1,02 380,0991 1,07 380,0991 1,10 380,0991 1,08
10 605,0000 1,06 995,8288 1,09 095,8288 1,15 095,8288 1,11

Tabelle 5.2: Berechnung von 94(G(n)) mit “Sum-of-Squares ,,

Die folgende Tabelle wurde mit der Hilfe der SDP-Methode und Diskretisierung er-
stellt. Sie enthélt die ibergebenen Parameter, die Ergebnisse, sowie die bendtigte Zeit
in Sekunden. Durch die vorherigen Betrachtungen und die Ausfithrungen von Mittel-
mann und Vallentin ist davon auszugehen, dass sich die Ergebnisse fiir hohere Werte
von d noch weiter verbessern werden. Jedoch liefert der verwendete Solver ,,SeDuMi“
fiir d > 10 keine brauchbare Ergebnisse mehr. Um die von Mittelmann und Vallentin
verdffentlichen Ergebnisse zu erzielen, werden Solver mit einer hoheren Genauigkeit
benstigt. Mittelmann und Vallentin verwendeten beispielsweise ,, SDPA-GMP“ [12] um
die in Tabelle 5.3 vorgestellten Ergebnisse zu erzielen. Dieser Solver ist jedoch nicht
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nur wesentlich genauer, sondern auch wesentlich langsamer. Die Berechnungen dau-
erten schon fiir d = 12 pro Fall zwischen fiinf und zehn Wochen. Dennoch zeigt die
Tabelle, dass die SDP-Methode auch fiir geringe Werte von N und d weitaus genauere
Ergebnisse liefert als die LP-Methode. Jedoch kann man an der Tabelle auch den fiir
hohere Parameter stark ansteigenden Aufwand ablesen.

n | d|N|[9NG0n)| Zeit

3| 8|10 12,284 15,19
4 | 8 |10 24,242 12,09
5 | 8 |15 45,513 33,97
6|8 [20] 79717 | 89,10
71 8 |20 136,921 98,11
8 [ 10| 30 240 444,85
919 |25 367,840 213,60
101 9 | 25 574,399 259,54

Tabelle 5.3: 99" mit der SDP-Methode

Die folgende Tabelle ist ein kompletter Uberblick iiber die bisher bekannten oberen und
unteren Grenzen fiir die Kusszahl. Die Daten fiir die LP-Methode basieren auf eigenen
Berechnungen. Die iibrigen Daten sind aus [11] entnommen.

n | unter LP SDP endeckt von Jahr
Grenze | Methode | Methode
3 12 13 12 Schiitte, v.d. Waerden 1953
4 24 25 24 Musin 2008
5) 40 46 44 Mittelmann, Vallentin 2009
6 72 82 78 Bachoc, Vallentin 2008
7 126 140 134 Mittelmann, Vallentin 2009
8 240 240 240 Odlyzko, Sloane, Levenshtein | 1979
9 306 380 364 Mittelmann, Vallentin 2009
10 500 595 554 Mittelmann, Vallentin 2009
11 582 915 870 Mittelmann, Vallentin 2009
12 840 1416 1357 Mittelmann, Vallentin 2009
13| 1130 2233 2069 Mittelmann, Vallentin 2009
14 | 1582 3492 3182 Mittelmann, Vallentin 2009
15 | 2564 5431 4866 Mittelmann, Vallentin 2009
16 | 4320 8313 7355 Mittelmann, Vallentin 2009
17 | 5346 12218 11072 Mittelmann, Vallentin 2009
18 | 7398 17877 16572 Mittelmann, Vallentin 2009
19 | 10668 25900 24812 Mittelmann, Vallentin 2009
20 | 17400 37974 36764 Mittelmann, Vallentin 2009
21 | 27720 56851 54584 Mittelmann, Vallentin 2009
22 | 49896 86537 82340 Mittelmann, Vallentin 2009
23 | 93150 | 128095 124416 Mittelmann, Vallentin 2009
24 | 196560 | 196560 196560 | Odlyzko, Sloane, Levenshtein | 1979

— 44 —



6 Fazit

In dieser Arbeit haben wir die Methoden, die heute fiir die Berechnung von Schranken
fiir die Kusszahl verwendet werden, vorgestellt und hergeleitet. Dabei haben wir die
Entwicklung der momentan aktuellen Losungsstrategien in chronologischer Reihenfolge
nachvollzogen. Als Ergebnis haben wir zwei aufeinander aufbauende Methoden zur
Berechnung von oberen Schranken fiir die Kusszahl erhalten.

Am Anfang haben wir nach Methoden gesucht, um das Kusszahl-Problem in ein mathe-
matisches Optimierungsproblem zu transformieren. Dazu haben wir Konfigurationen
von Kugeln aus graphentheoretischer Sicht betrachtet. Die zentrale Kugel wurde mit
der Einheitssphire S™ 1 assoziiert und die Kusszahl wurde als Kardinalitiit einer un-
abhingigen Knotenmenge interpretiert. Diese Herangehensweise ermoglichte es uns,
die Lovazs ¥-Funktion auszunutzen. Die Lovazs ¥-Funktion ist die optimale Losung
eines semidefiniten Optimierungsproblems und gibt eine obere Schranke fiir die Un-
abhéngigkeitszahl eines Graphen an.

Um den Losungsraum C(S"! x S 1)=0 der Lovdzs ¥-Funktion zu parametrisieren,
haben wir den Ansatz verfolgt, uns auf O(n)-invariante Kerne zu beschrianken. So
konnten wir mit der Hilfe des Satzes von Schoenberg den Losungsraum als Span der
Gegenbauer-Polynome sehen und iiber die Koeffizienten von Linearkombinationen op-
timieren. Das Ergebnis war die LP-Methode.

Darauf hin haben wir die Idee verfolgt, einen Punkt auf der Einheitssphére zu fixieren.
Dazu haben wird den Unterraum von C(S"~! x S"~1)=% hetrachtet, der invariant unter
Operationen des Stabilisators von e in O(n) ist. Dies fiihrte uns zu den multivaria-
ten Gegenbauer-Polynomen und zu einer Erweiterung des Satzes von Schoenberg. So
wurde es moglich Losungskandidaten aus dem Raum PD(S™!, ¢) mit der Hilfe von
semidefiniten Matrizen zu charakterisieren. Diese Betrachtungen machten das Problem
fiir semidefinite Losungsalgorithmen geeignet und resultierten in der SDP-Methode.

Bei beiden Methoden wurde die Positivitdat eines Polynoms in einem bestimmten In-
tervall gefordert. In dieser Form bedeutet dies, dass wir iiberabzéhlbar viele Nebenbe-
dingungen haben. AbschlieBend haben wir verschiedene Rechenmethoden vorgestellt,
um mit infiniten Nebenbedingungen umzugehen. Zum einen haben wir versucht, das
Intervall zu diskretisieren und zum andern haben wir die ,,Sum-of-Square“-Methode
zusammengefasst. Zum Schluss haben wir die so gewonnenen Rechenergebnisse mitein-
ander verglichen und interpretiert. Dabei hat sich herausgestellt, dass die SDP-Methode
einerseits deutlich bessere Schranken fiir die Kusszahl liefert als die LP-Methode, an-
dererseits aber auch wesentlich mehr Rechenaufwand fordert.
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6 Fazit

Jedoch wird die Liicke zwischen den besten, bekannten oberen und unteren Schranken
mit ansteigender Dimension immer grofler. Ein moglicher Ansatz, die Ergebnisse weiter
zu verbessern, wire es, weitere Punkte auf der Einheitssphére zu fixieren. Die theo-
retische Grundlage dafiir wurde von Musin in [14] bereits veroffentlicht. Dabei steigt
jedoch die Anzahl der Optimierungsvariablen stark an. So wiirde man schon fiir einen
weiteren fixierten Punkt mit Polynomen in fiinf Variablen arbeiten. Da die Grofle ei-
ner Polynombasis mit der Anzahl der Verdnderlichen exponentiell ansteigt, ist jedoch
mit einen viel hoheren Aufwand zu rechnen. Weil die SDP-Methode schon sehr lange
Rechenzeiten in Anspruch nimmt, wird die Berechnung bei diesem Ansatz die meisten
Probleme aufwerfen.
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